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MÓDULO 3
Introducción a la Trigonometría

1. Sistemas de Medición Angular

1. Radián: 1 radián es el ángulo central subtendido por un arco de cuya
longitud es igual al radio del círculo. Note que un ángulo recto mide π

2

radianes.

2. Sexagesimal: 1 grado sexagesimal es el ángulo central subtendido por
un arco cuya longitud es igual a 1/360 de la circunferencia. Se anota
1◦ para indicar 1 grado sexagesimal. Note que un ángulo recto mide
90◦ sexagesimales. Asimismo se de�ne 1 minuto sexagesimal (se anota
como 1′) como la 60ava parte de 1◦, y se de�ne 1 segundo sexagesimal
(se anota como 1′′) como la 60ava parte de 1′.

3. Conversión Radián-Sexagesimal: los sistemas radián y sexagesimal
están relacionados a través de la siguiente proporción:

α

π
=

β

180o
,

en donde α y β corresponden al valor de la medición del ángulo en los
sistemas radián y sexagesimal, respectivamente.

4. Centesimal: 1 grado centesimal es el ángulo central subtendido por
un arco cuya longitud es igual a 1/400 de la circunferencia.
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Aplicaciones:

1. Experimento 1: reune varios objetos circulares de diferente diámetro.
Utiliza una regla y un hilo para medir el diámetro y el perímetro de
cada objeto circular (no debes recurrir a ninguna fórmula de la ge-
ometría. Debes hacer ambas mediciones directamente). Una vez que
tengas dichos valores calcula el cuociente

perimetro

diametro

para todos los objetos circulares. Anota tus observaciones, e indica si
has descubierto alguna regularidad.

2. Experimento 2: consigue un Transportador y dibuja en un papel los
siguientes ángulos: 5◦, 40◦, 91◦, 131◦, 179◦.

3. Los siguientes números representan ángulos en el sistema Radián: 0, 1,
π/2, π, 3π/2, 2π, 1,5π, π/3, π/4, π/6, 25/6. Se pide expresarlos en el
sistema Sexagesimal.

4. Los siguientes números representan ángulos en el sistema Sexagesimal:
0◦, 1◦, 40◦, 150◦, 250◦, 300◦, 30◦, 60◦, 45◦, 90◦. Se pide expresarlos en
el sistema Radián.

5. Exprese en los sistemas Sexagesimal y Radián, el ángulo que genera el
minutero de un reloj cuando avanza: 1 minuto, 5 minutos, 15 minutos,
30 minutos, 45 minutos, 60 minutos, 33 minutos.

6. Suponga que la Tierra demora 24 horas en dar un giro completo en
torno de su propio eje. Calcule cuántos radianes gira en: 5 segundos,
17 minutos, y en 3 horas.

7. El péndulo de un reloj al oscilar describe un ángulo de 23◦5′27′′. Calcula
su equivalente en radianes.

8. Si el horario recorre la 1
12

parte de una vuelta completa en una hora,
¾cuántos grados sexagesimales recorre en una hora?.

9. En el dibujo que se muestra a continuación, expresa cada ángulo en los
sistemas radián y sexagesimal.

2

Universidad Católica de Temuco
Facultad de Ingeniería
Algebra en Contexto, EIP-1101

                           2do. Semestre 2011



10. ¾Habrá un momento entre las 6 y las 7 en que los punteros del reloj
formen un ángulo recto?. ¾A qué hora exacta ocurre? (nota que esto no
ocurre a las seis y cuarto puesto que el horario avanza y no se queda
quieto en el seis). ¾Cuánto valdría este ángulo en radianes?.

11. Una rueda de bicicleta tiene un diámetro de 85 centímetros. Calcular:
a) la distancia que recorrerá al dar dos vueltas y media, b) el ángulo,
en radianes, que generará al avanzar 120 cm.

12. Las bicicletas utilizadas en las carreras olímpicas tienen ruedas cuyo
radio es aproximadamente de 33 cm. ¾Cuántas revoluciones (vueltas)
dará una de las ruedas en una carrera de 5 km?.

2. Razones Trigonométricas

Considere el triángulo rectángulo ABC. Se de�nen las siguientes 6 Ra-
zones Trigonométricas asociadas al ángulo α:

1. Razón 1: sen(α) = a/c. (cateto opuesto/hipotenusa).

2. Razón 2: cos(α) = b/c. (cateto adyacente/hipotenusa).

3. Razón 3: tan(α) = a/b. (cateto opuesto/cateto adyacente).

4. Razón 4: csc(α) = c/a.

5. Razón 5: sec(α) = c/b.
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6. Razón 6: cot(α) = b/a.

β

b

c

α
C

B

A

a

De manera análoga se pueden de�nir las 6 razones trigonométricas asociadas
al ángulo β. Se deja al alumno dicha de�nición.

Identidades: veri�que las siguientes identidades utilizando las de�ni-
ciones dadas anteriormente (recuerde que al tratarse de un triángulo rectán-
gulo se cumple el Teorema de Pitágoras: a2 + b2 = c2):

1. tan(α) = sen(α)
cos(α)

.

2. sen(α) · csc(α) = 1.

3. cos(α) · sec(α) = 1.

4. tan(α) · cot(α) = 1.

5. sen2(α) + cos2(α) = 1.

6. tan2(α) + 1 = sec2(α).

7. cot2(α) + 1 = csc2(α).
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Las identidades 2, 3, y 4, se denominan Identidades Recíprocas. Las identi-
dades 5, 6, y 7, se denominan Identidades Pitagóricas.

Aplicaciones:

1. Considera un triángulo rectángulo isóceles de lado 1. Calcula las 6 RT
de 45◦.

2. Considera un triángulo equilátero de lado 2. Calcula las 6 RT de 30◦

60◦.

3. Imagina que el árbol de la �gura 1 proyecta una sombra de 25 metros,
al mismo tiempo que una estaca de 2,5 metros da una sombra de 4
metros. ¾Cómo calcularías la altura del árbol?.

4. ¾ Que harías sí se desea hacer la medición a la misma hora con la ayuda
de esa misma estaca tuvieses que medir la altura de 20 árboles de una
alameda? (�gura2).

5. Hallar la altura de una torre, sabiendo que la longitud de su sombra es
de 83,4 metros y que la tangente del ángulo que forma el suelo con la
parte superior de la torre, justo al �nal de la sombra, es 0,84.

6. Agustín y su padre se encontraban elevando un volantín en donde
habían soltado 200 metros de hilo. En un momento en que el hilo del
volantín estaba muy tenso y formaba un ángulo de 60o con la horizon-
tal, Agustín preguntó, ¾a qué altura se encuentra el volantín?. Su padre
para responder la pregunta de su hijo hizo lo siguiente: con un tubo de
un metro de largo paso una pita por su interior y ató la piedrecita a uno
de los extremos de la pita para fabricar una plomada como muestra la
parte superior de la �gura. Miró el volantín a través del tubo, midió la
longitud de la pita que cae verticalmente desde el tubo hasta la altura
de la mano. Este valor le dio 87cm ( suponga que la mano de Agustín
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esta a 1 metro del suelo). ¾Cuál fué la respuesta que Agustín recibió de
su papá?.

7. Una escalera de 4 metros de longitud está apoyada en un muro for-
mando un ángulo de 65o con el suelo. ¾A qué distancia del muro está
la base de la escalera?.

8. En uno de sus viajes por el sur de Chile don Vicente Pérez Rosales llego
a la orilla de un río. Antes de atravesarlo a nado, quiso determinar su
ancho. Como este Sr. sabía algo de trigonometría y le gustaba mucho
guardar datos que no podía memorizar, desde una tabla había copia-
do en su agenda los valores de las razones trigonometricas de algunos
ángulos. Ubicó dos puntos A y B, uno en cada orilla del río, avanzó
por la orilla del río hasta un punto C situado a 40 metros de A, desde
donde logró estimar con la ayuda de un transportador de bolsillo que el
ángulo ACB medía unos 56o. ¾En cuánto estimo don Vicente el ancho
del río? (ver �gura 4).

9. Un extranjero que estaba cerca de don Vicente le pregunta, ¾puede ust-
ed estimar la distancia que nos separa de aquel alerce que ve allá?. Don
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Vicente le responde: camina 50 metros en dirección perpendicular a la
recta determinada por el alerce y el punto en que nos encontramos, así
tendremos un triángulo rectángulo. Si eres capaz de estimar la medida
del ángulo de este triangulo cuyo vértice se encuentra en el punto donde
tu te detengas daré respuesta a tu pregunta. El hombre tomo el trans-
portador que le pasó don Vicente y midió un ángulo de 80o. Teniendo
este último dato, ¾que hizo don Vicente para responder la pregunta del
extranjero?. Y cuál fué su respuesta (�gura 5).

10. Un hombre cuyos ojos están a 1,7 metros del suelo ve la parte superior
de un obelisco formando un ángulo de 45o con la horizontal (ángulo
de elevación). Acercándose 30 metros, el ángulo de elevación es de 60o.
¾Cuánto mide el obelisco?.

11. Una escalera que mide 6m de largo está apoyada en la parte superior
de un muro y el ángulo que forma con el suelo es de 50o. Calcula la
altura del muro y la distancia que hay entre la base de la escalera y la
del muro.

12. Calcula la altura de un edi�cio cuya sombra es de 105m cuando el
ángulo de elevación es de 60o.

13. ¾Cual es el ángulo de elevación del sol cuando la sombra de un poste
de alumbrado es igual al doble de su altura?.

14. Desde la cúspide de una torre de 60 m de altura, los ángulos de depre-
sión de dos postes situados en la dirección noreste son de 60o y 30o.
Calcula la distancia entre los postes.

15. Un establo de 6 metros de ancho tiene un techo con forma de triángulo
isósceles de lados 3

√
2 metros. ¾Cuál es la inclinación de las alas del

techo con respecto a la horizontal y a qué distancia está el vértice
superior de la base del triángulo isósceles?.

16. Desde la punta de una roca que se eleva verticalmente 24 metros fuera
del agua se observa que el ángulo de depresión de un bote es de 30o

¾Cuál es la distancia entre el bote y el pie de la roca?.

17. Con el �n de determinar el ancho de un rio se ha medido una base AC
de 350 metros de largo de una de sus orillas. Sobre la orilla opuesta se
toma un punto B tal que CB sea perpendicular a AC . También se ha
medido el ]CAB que resulta ser de 52o. ¾Cuál es el ancho del río?.
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18. Dos fortalezas de observación de un puerto están separadas a una dis-
tancia de 2 km y exactamente sobre la dirección Este-Oeste. Desde una
de ellas se observa un acorazado exactamente en la dirección Sur y des-
de la otra se observa a 15o hacia el Este del Sur. ¾A qué distancia está
el acorazado de la fortaleza más cercana?.

19. El ángulo de elevación de la parte superior de una columna vista desde
los pies de una torre es de 60o, y desde la parte superior de la torre
(que tiene unos 15 metros de altura), dicho ángulo es de 30o. ¾Cuanto
mide la columna y que distancia la separa de la torre?.

20. Al aproximarse una patrulla de reconocimiento a un fuerte situado en
una llanura se encuentra que, desde cierto lugar, el fuerte se ve bajo un
ángulo de elevación de 10o, y desde otro lugar, 200 metros más cerca del
fuerte, éste se ve bajo un ángulo de elevación de 15o. ¾Cuál es la altura
del fuerte y cuál es su distancia al segundo lugar de observación?.

21. Desde lo alto de un acantilado de 150 metros de altura, el ángulo de de-
presión de dos botes que están situados en dirección Sur del observador
son 15o y 75o. Encuentre la distancia que separa los botes.

3. De�nición de Función Trigonométrica

Considera un círculo de radio R > 0 centrado en el origen del sistema
cartesiano de coordenadas. Se genera un ángulo de valor x (que en este caso
se ha dibujado en el sentido anti-horario, pero que también podría haber sido
dibujado en sentido horario) cuyo Lado Terminal intersecta a la circunferen-
cia en el punto P de coordenadas (u, v).

Nota que el ángulo x está en radianes, y corresponde a un Número Real
arbitrario, esto es, x ∈ R.
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Y

R

P(u,v)( , )
v

u X
x

u

R R0 u
X

R

Las Funciones Trigonométricas surgen al momento de establecer reglas de
asignación entre el número real x, y los números R > 0, u ∈ [−R,R] y
v ∈ [−R,R], tal como se especi�ca en la siguiente tabla:

FUNCIÓN RAZÓN DEFINICIÓN RESTRICCIÓN
sen ordenada/radio v/R −
cos abscisa/radio u/R −
tan ordenada/abscisa v/u u ̸= 0
csc radio/ordenada R/v v ̸= 0
sec radio/abscisa R/u u ̸= 0
cot abscisa/ordenada u/v v ̸= 0

Se anota: y = sen(x) = v/R, y = cos(x) = u/R, etc...Note que cada
función está bien de�nida, esto es, el valor de la función es único, y no depende
del valor del radio. En lo que sigue algunos ejemplos en donde se ilustra el
uso de las de�niciones anteriores:

Ejemplo 1: considera un ángulo x, para el cual el punto P , al �nal
de su Lado Terminal, posee coordenadas (3,−4), esto es, P (3,−4). Se
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pide obtener el valor de la evaluación de las 6 FT en x.
Solución: en este caso P (u, v) = P (3,−4), y

R =
√
u2 + v2 =

√
32 + (−4)2 = 5.

Por lo tanto, la aplicación directa de las de�niciones permite obtener:

sen(x) = v/R = −4/5; csc(x) = R/v = −5/4
cos(x) = u/R = 3/5; sec(x) = R/u = 5/3
tan(x) = v/u = −4/3; cot(x) = u/v = −3/4

Nota que no hemos requerido el valor del angulo x en sí mismo, pues
conocer el valor de x equivale a conocer las coordenadas de P , y vice
versa. Se deja al alumno construir un círculo, ubicar y dibujar los ele-
mentos relevantes de este ejemplo.

Ejemplo 2: repite el Ejemplo 1 para los siguientes puntos P1(R, 0),
P2(0, R), P3(−R, 0), P4(0,−R), en donde, R > 0 es un número real
arbitrario. En cada caso identi�que el valor del ángulo x en cuestión.

Ejemplo 3: efectúa una construcción geométrica que permita evaluar
las 6 FT en el ángulo x = π

4
aplicando sus respectivas de�niciones.

Ejemplo 4: efectúa una única construcción geométrica que permita
evaluar las 6 FT en los ángulos x1 =

π
6
y x2 =

π
3
aplicando sus respec-

tivas de�niciones.

Ejemplo 5: utilizando sus respectivas de�niciones determina el do-
minio y recorrido de las funciones: sen y cos.

Práctica Adicional

1. Considere un ángulo x en posición estándar. Se dá el punto P (u, v):
P (4,−3), P (−8,−15), P (−2,−5), P (−1, 2), de intersección entre el
Círculo de Referencia y el Lado Terminal. Se pide evaluar las seis fun-
ciones trigonométricas en x.

2. Calcular el valor de las siguientes evaluaciones utilizando la calculadora:
sin(42◦), cos(77◦), csc(123◦), sec(−190◦), cot(π/13), tan(3π/7), cos(π◦),
cos(π).

3. Simpli�ca las siguientes expresiones utilizando las identidades recípro-
cas, pitagóricas y relacionadas:

(1) sen3(x)+cos3(x)
sen(x)+cos(x)

,
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(2) cot2(x)−4
cot2(x)−cot(x)−6

,

(3) 2−tan(x)
2 csc(x)−sec(x)

,

(4) csc(x)+1
(1/ sen2(x))+csc(x)

.

4. Se entrega la evaluación de una función y una condición adicional. Se
pide calcular las restantes funciones evaluadas en el mismo ángulo:
(1) tan(x) = −3/4, sen(x) > 0,
(2) cot(x) = 3/4, cos(x) < 0,
(3) sen(x) = −5/13, sec(x) > 0,
(4) cos(x) = 1/2, sen(x) < 0,
(5) cos(x) = −1/3, sen(x) < 0,
(6) csc(x) = 5, cot(x) < 0,
(7) sec(x) = −4, csc(x) > 0.

4. Propiedades

1. Dominio y Recorrido de la Función y = sen(x), x ∈ R. Sea P (u, v)
un punto ubicado sobre el Lado Terminal del ángulo x. Recuerda que
por de�nición en el círculo de radio R > 0: sen(x) = v

R
. Pero nota que:

−R ≤ v ≤ R. Por lo tanto,

−1 = −R

R
≤ sen(x) ≤ R

R
= 1,

o sea,
Rec(sen) = [−1, 1].

Evidentemente, Dom(sen) = R.

2. Dominio y Recorrido de la Función y = cos(x), x ∈ R. Sea P (u, v)
un punto ubicado sobre el Lado Terminal del ángulo x. Recuerda que
por de�nición en el círculo de radio R > 0: cos(x) = u

R
. Pero nota que:

−R ≤ u ≤ R. Por lo tanto,

−1 = −R

R
≤ cos(x) ≤ R

R
= 1,

o sea,
Rec(cos) = [−1, 1].

Evidentemente, Dom(cos) = R.
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3. Dominio y Recorrido de la Función y = tan(x), x ∈ R. Sea P (u, v)
un punto ubicado sobre el Lado Terminal del ángulo x. Recuerda que
por de�nición en el círculo de radio R > 0:

tan(x) =
v

u
, u ̸= 0.

Respecto de la restricción u ̸= 0 nota que u = 0 ssi el Lado Terminal
del ángulo x se ubica sobre el eje V de las ordenadas, o sea,

x = ±π

2
,±3π

2
, ...,±π

2
± kπ, k = 0, 1, 2, ...

Por lo tanto, el dominio de la función tangente está dado por:

Dom(tan) = R− {±π

2
± kπ; k = 0, 1, 2, ...}.

Por otro lado, un análisis cualitativo de acercamiento lateral a π
2
, por

ejemplo, nos permite aseverar que el recorrido de la función tangente
es el conjunto de los números reales, esto es,

Rec(tan) = R.

4. La determinación del Dominio y Recorrido de las restantes funciones
trigonométricas se deja como ejercicio para el alumno.

5. Signos de las Funciones Trigonométricas: una simple observación
de la de�nición de cada una de las 6 FT permite construir la siguiente
tabla que especi�ca sus signos en cada uno de los cuatro cuadrantes:

Cuadrante Son Positivas Son Negativas
1 todas ninguna
2 sen y csc restantes
3 tan y cot restantes
4 cos y sec restantes

6. Identidades Fundamentales: en las siguientes igualdades se asume
que x ∈ Dom(FT ).

a) Pitagóricas:

sen2(x) + cos2(x) = (v/R)2 + (u/R)2 = 1
1 + tan2(x) = 1 + (v/u)2 = sec2(x)
1 + cot2(x) = 1 + (u/v)2 = csc2(x)
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b) Recíprocas:

sen(x) · csc(x) = (v/R) · (R/v) = 1
cos(x) · sec(x) = (u/R) · (R/u) = 1
tan(x) · cot(x) = (v/u) · (u/v) = 1

c) Otra: sen(x)
cos(x)

= v/R
u/R

= v
u
= tan(x).

7. La Función sen es una Función Impar: sean x > 0, y −x < 0, de tal
modo que sus respectivos puntos de referencia son P (u, v) y Q(u,−v).
Aplicando la de�nición de la función sen:

sen(−x) =
−v

R
= − v

R
= − sen(x).

8. La Función cos es una Función Par: sean x > 0, y −x < 0, de tal
modo que sus respectivos puntos de referencia son P (u, v) y Q(u,−v).
Aplicando la de�nición de la función cos:

cos(−x) =
u

R
= cos(x).

Se solicita al alumno que determine la paridad de las restantes FT.

9. Ejercicio Tipo 1. Considere un ángulo x, con lado terminal ubicado
en el tercer cuadrante, tal que cos(x) = −0, 3. Calcular la evaluación
de las otras cinco funciones trigonométricas en el ángulo x.

10. Ejercicio Tipo 2. Demuestre la siguiente identidad trigonométrica
utilizando las identidades adecuadas:

1

cot2(x)
+

1

sen(x) csc(x)
= sec2(x).

11. Ejercicio Tipo 3. Sean α y β dos ángulos ubicados en el tercer y
cuarto cuadrante, respectivamente, para los cuales se sabe que sec(α) =
−1,154700538..., y sec(β) = 1,015426612... Se pide calcular el valor de
csc(α+ β).
Ayuda: sen(x) csc(x) = 1, y sen(x+ y) = sen(x) cos(y) + sen(y) cos(x).

12. Ejercicio Tipo 4. Veri�ca las siguientes identidades utilizando las
propiedades de paridad :
(1) sen(−x) sec(−x) = − tan(x),
(2) csc(−x) cos(−x) = − cot(x),
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(3) cot(−x)
csc(−x)

= cos(x),

(4) sec(−x)
tan(−x)

= − csc(x),

(5) 1
cos(−x)

− tan(−x) sen(−x) = cos(x),

(6) cot(−x) cos(−x) + sen(−x) = − csc(x).

5. Angulo de Referencia

De�nición: sea x un ángulo no cuadrantal (su Lado Terminal no se
apoya sobre ninguno de los ejes coordenados) en posición estándar. El Angulo
de Referencia para x se de�ne como el ángulo agudo xr que forma el Lado
Terminal de x con el eje horizontal del sistema cartesiano de coordenadas.
Note que por de�nición siempre: xr > 0, y además (en donde el signo se elige
dependiendo del cuadrante en que esté ubicado el Lado Terminal de x):

| sen(x)| = sen(xr); | cos(x)| = cos(xr); | tan(x)| = tan(xr).

Ejemplo 1: dibuja e identi�ca los ángulos indicados en la siguiente tabla.

x 315◦ −240◦ 5π/6 4
xr 45◦ 60◦ π/6 4− π

Ejercicio 1: evalúe las 6 FT en los cuatro ángulos x de la tabla anterior,
utilizando el concepto de Angulo de Referencia.

Ejercicio 2: efectúe las siguientes evaluaciones utilizando el respecti-
vo Angulo de Referencia θR: sen(2π/3), sen(−5π/4), sen(210◦), sen(−315◦),
cos(150◦), cos(−60◦), cos(5π/4), cos(−11π/6), tan(5π/4), tan(−π/3), tan(330◦),
tan(−225◦), cot(120◦), cot(−150◦), cot(3π/4), cot(−2π/3), sec(135◦), sec(−π/6),
csc(240◦), csc(−2π/3).
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6. Grá�ca de las Funciones Trigonométricas

1. Grá�ca de las funciones sen(x) y cos(x).

−6 −4 −2 0 2 4 6 8

−2 π  ≤  x ≤ 2 π

y = sen(x)  v/s  y = cos(x)

y=cos(x)

y=sen(x)

2. Se deja al alumno el trabajo de construir la grá�ca de las restantes
funciones trigonométricas apoyándose en la bibliografía.

7. Aplicación: Movimiento Armónico Simple

El estudio del oscilador armónico constituye en Física un capítulo muy
importante, ya que son muchos los sistemas físicos oscilantes que se dan en
la naturaleza y que han sido producidos por el hombre.

Considere la siguiente función trigonométrica que se utiliza, por ejemplo,
para representar la posición de un objeto que experimenta un Movimiento
Armónico Simple (M.A.S.):

x(t) = A · sen(ω · t+ φ), t ≥ 0.

Para esta función se de�nen los siguientes elementos que resultan funda-
mentales en la caracterización física del fenómeno y en el análisis grá�co de
la función x(t):

1. Amplitud: |A|.

2. Frecuencia Algular: ω.

3. Periodo: T = 2π
|ω| .

4. Angulo Fase Inicial: φ.

5. Angulo de Desfase: −φ
ω
.

Ejemplo: para la función x(t) = −3 sen(2t− π
2
) los elementos relevantes

son,
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1. Amplitud: | − 3| = −(−3) = 3, con A = −3.

2. Frecuencia Algular: ω = 2.

3. Periodo: T = 2π
|ω| =

2π
|2| = π.

4. Angulo Fase Inicial: φ = −π
2
.

5. Angulo de Desfase: −φ
ω
= −−π/2

2
= π

4
.

Ejercicio 2: repita el ejemplo anterior para las siguientes funciones,

1. x1(t) = sen(t).

2. x2(t) = −2 sen(t).

3. x3(t) = −2 sen(3t).

4. x4(t) = −2 sen(3t− π
4
).

5. x5(t) = 2 sen(−3t+ π
4
).
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CÁLCULO DE CEROS. Note que

x(t) = A · sen(ω · t+ φ) = 0,

ssi

sen(ω · t+ φ) = 0,

ssi

ω · t+ φ = 0,±π,±2π, ...,±kπ; k = 0, 1, 2, ...

Usualmente, de las in�nitas alternativas anteriores se seleccionan aquellas
que permiten obtener los ceros de la función en al menos uno de sus periodos,
esto es, en el intervalo [0, T ], en donde T > 0 es el periodo dado por: T = 2π

|ω| .

Ejercicio 3: calcule los ceros de la función x(t) = −3 sen(2t − π
2
) en el

intervalo [0, T ] siendo T el periodo. Además, grafíquela en el mismo intervalo.
Indique y calcule puntos máximos y mínimos.

Ejercicio 4: construya la grá�ca de las siguientes funciones trigonométri-
cas identi�cando la amplitud, el periodo, y la fase. Se sugiere utilizar papel
milimetrado: y = 4 sen(x), y = sen(4x), y = 1

4
sen(x), sen(1

4
x), y = sen(x−π

2
),

y = sen(x+ π
2
), y = 4 sen(x− π

2
), y = sen(4x− π

2
), y = sen(x− π

2
)−2. Repita

todos los anteriores cambiando sen por cos.

Ejercicio 5: la altura de la marea en un punto particular de la playa
se puede predecir si se usan siete funciones (las cuales se denominan compo-
nentes de mareas) de la forma f(t) = a cos(bt+ c). El principal componente
lunar se puede aproximar mediante la ecuación

f(t) = a cos(
π

6
t− 11

12
π),

en donde, t está en horas y t = 0 corresponde a la medianoche. Trazar la
grá�ca de f si a = 1

2
[m].

Ejercicio 6: un estudio permitió determinar que la temperatura mínima
esperada se puede estimar según la función

T (t) = 36 sen[
2π

365
(t− 101)] + 14,

en donde t está en días y t = 0 corresponde al 1 de enero. Se pide, (a) trazar la
grá�ca de T para 0 ≤ T ≤ 365, y (b) predecir cuál será el día más frío del año.
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Ejercicio 7: un depósito abastece de agua a una comunidad. Durante los
meses de verano, la demanda D(t) de agua en pies cúbicos por día está dada
por la función:

D(t) = 2000 sen(
π

90
t+ 4000),

en donde t es el tiempo en días y t = 0 corresponde al comienzo del verano.
Se pide, (a) trazar la grá�ca de D para 0 ≤ t ≤ 90, (b) estime el día t en que
será máxima la demanda de agua.

8. Fórmulas Para la Suma y Similares

La deducción de las siguientes fórmulas se efectuará en la respectiva sesión
de hora presencial.

1. sen(x+ y) = sen(x) cos(y) + sen(y) cos(x).

2. sen(x− y) = sen(x) cos(y)− sen(y) cos(x).

3. cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sen(x) sen(y).

4. cos(x− y) = cos(x) cos(y) + sen(x) sen(y).

5. sen(2x) = 2 sen(x) cos(x).

6. cos(2x) = cos2(x)− sen2(x).

7. sen(x
2
) = ±

√
1−cos(x)

2
.

8. cos(x
2
) = ±

√
1+cos(x)

2
.

9. tan(x+ y) = tan(x)+tan(y)
1−tan(x) tan(y)

.

10. tan(x− y) = tan(x)−tan(y)
1+tan(x) tan(y)

.

11. tan(2x) = 2 tan(x)
1−tan2(x)

.

12. tan(x
2
) = ±

√
1−cos(x)
1+cos(x)

= 1−cos(x)
sin(x)

= sin(x)
1+cos(x)

.
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Utilice el listado anterior para resolver los siguientes problemas.

1. Calcule el valor exacto de: sen 5π
12
, cos 5π

12
, y tan 5π

12
.

Ayuda: use 5π
12

= π
4
+ π

6
.

2. Calcule el valor exacto de: sen 11π
12
, cos 11π

12
, y tan 11π

12
.

Ayuda: use 11π
12

= 2π
3
+ π

4
.

3. Calcule el valor exacto de: sen 285◦, cos 285◦, y tan 285◦.
Ayuda: use 285◦ = 60◦ + 45◦ + 180◦.

4. Expresa como función trigonométrica de un ángulo:

cos 48◦ cos 23◦ + sen 48◦ sen 23◦.

5. Expresa como función trigonométrica de un ángulo:

cos(3) sen(−2)− cos(2) sen(3).

6. Si x e y son dos ángulos agudos tales que: cos(x) = 4/5, y tan(y) =
8/15, encuentra: sen(x+ y), y cos(x+ y).

7. Demuestra que: tan(x+ π) = tan(x).

8. Demuestra que: tan(u+ π
4
) = 1+tan(u)

1−tan(u)
.

9. Si x e y son ángulos complementarios, esto es, x+ y = 90◦, demuestra
que:

sen2(x) + cos2(y) = 1.

10. Calcula el valor exacto de: sen(2x), cos(2x) y tan(2x), si se sabe que
sec(x) = −3, y x es un ángulo del segundo cuadrante.

11. Calcula el valor exacto de: sen(u/2), cos(u/2) y tan(u/2), si se sabe que
csc(u) = −5/3;−90◦ < u < 0.

12. Calcula el valor exacto de sen 15◦ y tan π
8
.

13. Demuestra la siguiente identidad:

sen2 2α

sen2 α
= 4− 4 sen2 α.
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9. Leyes del sen y del cos

Considere un triángulo arbitrario, esto es, en donde no necesariamente
uno de los ángulos interiores es recto. La deducción de las siguientes fórmulas
será dada en las horas presenciales.

1. Teorema del sen:
a

sen(α)
=

b

sen(β)
=

c

sen(γ)
.

2. Teorema del cos:
a2 = b2 + c2 − 2bc cos(α).

Note que de manera análoga se puede plantear para los otros dos án-
gulos.

Aplicar los teoremas del sen y del cos según sea el caso para
resolver los siguientes problemas de planteo.

1. Una catedral se encuentra sobre una colina. Cuando se observa la parte
superior del campanario desde la base de la colina el ángulo de elevación
es de 48◦; cuando esto se hace a una distancia de 200 pies desde la base
de la colina, el ángulo es de 41◦. La inclinación de la colina es igual a
32◦. Calcula la altura de la catedral.

2. Los ángulos de elevación de un globo desde los puntos A y B ambos a
nivel del suelo son de 24◦10' y 47◦40', respectivamente. Ambos puntos
se encuentran a 8.4 millas uno del otro, y el globo se encuentra entre
ambos en el mismo plano vertical. Calcula la altura del globo sobre el
suelo.

3. Para hallar la distancia entre los puntos A y B, un agrimensor escoge
un punto C que está a 420 yardas de A y a 540 yardas de B. Si el ángulo
ACB mide 63◦10', calcula la distancia entre A y B.

4. Una embarcación sale del puerto a las 1:00 PM y navega al S35◦E a
una velocidad de 24 millas por hora. Otra sale del mismo puerto a las
1:30 PM y navega al S20◦O a 18 millas por hora. ¾A qué distancia se
encuentran entre sí ambas naves cuando el reloj marca las 3:00PM?.
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10. Problemas Tipo Examen y/o Prueba

El siguiente es un listado de problemas que han aparecido en versiones
anteriores de la asignatura. El objetivo es que el alumno pueda ponderar
adecuadamente el tipo y nivel de di�cultad requeridos. En todo caso el equipo
docente se reserva el derecho de mantener y/o modi�car el tipo y nivel de
di�cultad de los mismos.

1. Se pide calcular el Valor Exacto de:

A = cos

(
π

4
+ arctan(

2

5
)

)
.

2. Si se sabe que: tan(u) =
√
2 + 1, se pide calcular el Valor Exacto de:

B = sen(2u) + cos(2u).

3. Calcula el Valor Exacto de:

C =
tan( π

12
)

tan(225◦) + cot(3π
2
+ π

6
)
.

4. Calcula el Valor Exacto de:

D =
sen(15◦) + tan(π

8
)

tan(285◦) + csc(2π
3
+ π

4
)
.

5. Sea u un ángulo del cuarto cuadrante para el cual se sabe que sec(u) =
π. Sea v un ángulo del segundo cuadrante para el cual se sabe que
csc(v) = π. Se pide calcular el valor de:

cot(
u− v

2
).

6. Sean α y β ángulos dados por α = π
4
y β = π

6
. Se pide calcular el Valor

Exacto de
cot(α− β)

sen(α
2
) + cos(2β)

.

7. Sea x un ángulo del 1er cuadrante, para el cual se sabe que cot(x) = 1.
Sea y un ángulo del 4to cuadrante para el cual se sabe que tan(y) =
−
√
3. Se pide calcular el Valor Exacto de:

sen2(x) + cos2(y).
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8. Sea u un ángulo del 3er cuadrante, para el cual se sabe que csc(u) = −2.
Sea w un ángulo del 2do cuadrante para el cual se sabe que tan(w) =
−1/

√
3. Se pide calcular el Valor Exacto de:

cot3(u) + sec4(w).

9. Utilice la noción de Angulo de Referencia para calcular el valor numéri-
co exacto (no debe utilizar la calculadora) de la expresión:

cos(135o) cos(−225o)− sen(330o) sen(−60o).

10. Demuestre la siguiente identidad:

sec2(x)

csc2(x)− sec2(x)
+

cot2(x)

cot2(x)− 1
=

1

cos2(x)− sen2(x)
.

11. Demuestre la identidad:

sen(x+ h)− sen(x)

h
= cos(x) · sen(h)

h
− sen(x) · 1− cos(h)

h
.

12. Resuelva las siguientes ecuaciones en el intervalo [0, 2π]:

a) cos(2y) = cos2(2y)− 3
4
.

b) cos2(2w) + 3 sen(2w)− 3 = 0.

13. Construye la grá�ca de la función:

x(t) = −1

2
sen(3t− π

4
)

en el intervalo I = [0, T ], en donde T denota su Periodo. Debes calcu-
lar e indicar explícitamente en el grá�co: amplitud, ángulo de desfase,
cero(s), máximo(s) y mínimo(s).

14. Construye la grá�ca de la función:

x(t) = −3

2
sen(2t+

π

3
)

en el intervalo I = [0, T ], en donde T denota su Periodo. Debes calcu-
lar e indicar explícitamente en el grá�co: amplitud, ángulo de desfase,
cero(s), máximo(s) y mínimo(s).
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15. Una partícula de luz viaja por el espacio realizando una trayectoria
de tipo sinusiodal. Los astrónomos han determinado que la trayectoria
está dada por la función

f(t) = 5 sen(2t− π

3
).

Se pide: (a) determinar la amplitud (A), la frecuencia angular (ω), el
periodo (T ), y el ángulo de desfase (−φ

ω
), (b) trazar la grá�ca de la

función f(t) en el intervalo [0, 2π].

16. Un estudiante de ingeniería UCT está probando un método para esti-
mar desde tierra la distancia recorrida por un avión en un intervalo de
tiempo breve. Un día muy soleado hace las siguientes mediciones (des-
de un mismo punto en el suelo) para un avión en vuelo: el ángulo de
elevación es igual a 30◦, luego de un instante el ángulo de elevación es
igual a 45◦. El alumno se informó que en esa zona los aviones vuelan a
20 mil pies de altura. Se pide calcular la distancia que recorrió el avión
entre ambas observaciones. Ind.: puede suponer que la trayectoria del
avión es paralela a la horizontal del alumno.

17. Una antena de celular se encuentra sobre una colina. Cuando se observa
la parte superior de la antena desde la base de la colina el ángulo de
elevación es de 50◦; cuando esto se hace a una distancia de 50 metros
desde la base de la colina, el ángulo de elevación es de 40◦. Se sabe
además que la inclinación de la colina es igual a 35◦. Se pide calcular
la altura de la antena.

18. Un estudiante de ingeniería UCT desea medir la altura de un acantilado
casi vertical. Para tal efecto se ubica en la cima, y le pide a su amigo
que se ubique en la base del acantilado (una planicie), sobre el cual
dirige una visual cuyo ángulo de depresión es igual a 44◦50'59�. Luego
le pide a su amigo que se aleje 3,8 metros, luego de lo cual vuelve a
dirigir una visual hacia él, cuyo ángulo de depresión vale 31◦58'1�. Se
pide calcular la altura del acantilado.

19. Un estudiante de ingeniería UCT desea calcular la altura de una antena.
Para tal efecto se ubica en un punto desde el cual el ángulo de elevación
(extremo superior de la antena) es: α = 18◦19′20′′. Luego avanza 12,34
metros en línea recta hacia la antena, y se ubica en un nuevo punto
desde el cual el ángulo de elevación (mismo punto) es: β = π

6
[rad]. Con

estos datos calcula la altura (en centímetros) de la antena.
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20. Dos personas A y B se ubican a los pies del volcán Llaima, de tal modo
que sus respectivos angulos de elevación a la cima son α > 0 y β > 0.
Además B se ubica de tal modo que el segmento que une A y B es
perpendicular a la visual horizontal que va desde A hacia la base del
volcán. Si se sabe que ambas personas están separadas una distancia
d > 0, demuestra que la altura h del volcán Llaima está dada por:

h = d
senα sen β√
sen2 α− sen2 β

.

21. Un trozo de corcho �ota en un lago. La distancia desde el centro del
corcho al fondo del lago en el tiempo t ≥ 0 está dada por

s(t) = 12 + cos(πt),

en donde, s(t) está en pies, y t en segundos. Se pide, (a) gra�car el
movimiento del corcho para 0 ≤ t ≤ 2, (b) determinar los instantes en
que la elevación del corcho es máxima (mínima).

22. Un niño sostiene con su mano derecha los hilos de dos volantines que
se encuentran a gran altura. Las distancias de los volantines a la mano
derecha del niño son 300 y 420 pies. El ángulo que forman ambos hilos
es igual a 30◦. Se pide calcular la distancia entre ambos volantines.
Puede suponer que los hilos no estaban curvados en el instante en que
se hicieron las mediciones.

23. Un barco navega un sector costero rectilíneo sobre el cual existen dos
faros (F1 y F2) separados 120 km. Cuando el barco y ambos faros
forman un triángulo se observa que el ángulo en F1 es 42◦3', mientras
que en F2 el ángulo es 68◦9'. Se pide calcular las distancias del barco
a ambos faros.

24. Un funicular lleva pasajeros desde el punto A hasta el punto más alto
de una colina (punto P). El punto A se encuentra a 1800[m] del pie de la
colina (punto B). Note que el segmento AB es horizontal. Los ángulos
de elevación desde A y B al punto P son 21◦ y 65◦, respectivamente.
Se pide:

a) Calcular la distancia que recorre el funicular desde el punto A al
punto P.

b) Calcular la altura de la colina.

Fuente: los ejercicios anteriores han sido tomados casi en su totalidad del
texto Algebra y Trigonometría con Geometría Analítica, de E.W.Swokowski
y J.A.Cole, 11 ed., Thomson, 2006.
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